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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

В области   , , : , ,0x y z x y z l       рассмотрим трехмерное 

уравнение эллиптического типа с сингулярным коэффициентом 

2
0xx yy zz zLu u u u u

z


     ,                                          (1) 

где  , ,u u x y z -неизвестная функция, а ,l R  , причем 0 1/ 2  .  

В области   уравнение (1) принадлежит эллиптическому типу. 0z   является 

плоскостью сингулярности коэффициента уравнения.   

В данной работе для уравнения (1) в трехмерной области   поставлена и 

исследована следующая задача. 

Задача D . Найти функцию      2, ,u x y z C C    , удовлетворяющую 

уравнению (1) в области   и краевым условиям 

      2
1, ,0 , , ,u x y f x y x y R  ,                                      (2) 

      2
2, , , , ,u x y l f x y x y R  ,                                      (3) 

 
2 2

lim , , 0
x y

u x y z
 

 ,   0,z l ,                                          (4) 

где 1 2,f f заданные непрерывные функции и выполняются условия 

согласования  
2 2

lim , 0, 1,2i
x y

f x y i
 

  . 

2. Фундаментальные решения. 
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Фундаментальные решения для некоторых уравнений эллиптического типа с 

сингулярными коэффициентами в плоскости и в пространстве построено в работе *1+. 

Приведем сведения из этой работы, косеющей нами. 

Уравнения (1) рассматривается в полупространстве 0z  . Находим 

фундаментальное решение этого уравнения и решение ищем в виде 

   
1/ 2

2
1u r


 

 
 ,                                           (5) 

где 
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 Подставляя (5) в уравнение (1), получим  

     1 2 2 3/2 1/2 0                   .               (6) 

Это–уравнение Гаусса, которое в окрестности точки 0   имеет два линейно 

независимых решения: 

   1 , 1/2,2 ;F       ,                                        (7) 

   1 2
2 1 ,3/ 2 ,2 2 ;F          .                             (8) 

Подставляя (7) и (8) в (5), получим 

     
1/ 2

2
1 1 1, , ; , , , 1/ 2,2 ;q x y z k r F


      

 

  ,                     (9) 

     
1/ 2

2 1 2
2 2 1, , ; , , 1 ,3/ 2 ,2 2 ;q x y z k r F


       

 
    ,          (10) 

где 1k  и 2k –некоторые постоянные. Эти функции по переменным  , ,x y z  

являются решениями уравнения (1), причем в силу известной формулы [2] 

     , , ; 1 , , ;
c a b

F a b c F c a c b c  
 

     имеем  

     2 1
1 1 1, , ; , , , 1/ 2,2 ;q x y z k r r F


      


  , 

     2 1 2 1
2 2 1, , ; , , 1 ,1/ 2 ,2 2 ;q x y z k r r F


       


     . 

Отсюда следует, что при 0r  они имеют особенность и, значит, являются 

фундаментальными решениями уравнения (1). Нетрудно видеть, что 

   2
1 2

0 0
lim , , ; , , 0, lim , , ; , , 0
z z

z q x y z q x y z
z

      
 


 


. 

3. Единственность решения задачи D . 

Теорема. Задача D  не имеют более одного решения. 

 Доказательство. Пусть задача D  имеет два решения  1 , ,u x y z  и  2 , ,u x y z , 

тогда      1 2, , , , , ,u x y z u x y z u x y z   удовлетворяет уравнению (1) и однородным 

краевым условиям. Докажем, что  , , 0u x y z   в    0z z l    .  

 В области   справедливо тождество 
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       2 2 2 2 2 2 2 2 0x y z x y z
x y z

z uLu z uu z uu z uu z u u u           . 

 Интегрируя это тождество по области 

  1 2,
1 2, , : , ,abcd x y z a x b c y d z l

            , где , , ,a b c d –конечное число, 

причем ,a b c d  , а 1 2,  –достаточно малые положительные числа, имеем  

     
,1 2

2 2 2
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x y z
x y z

z uu z uu z uu dxdydz
 
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
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 
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2 2 2 2
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x y zz u u u dxdydz
 





   
  .                                (15) 

 Если 1 2, 0   , , ; ,a c b d , то 1 2,
abcd
 

 . 

 Применяя формулу Гаусса-Остроградского*3+ к левой стороны равенства (15) 

имеем 

       
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2 2 1 1, , , , , , , ,
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z z
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z u x y l u x y l u x y u x y dxdy            

 
,1 2
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x y zz u u u dxdydz
 





   
  . 

Переходя к пределу при 1 2, 0   , ,a c , ,b d  , затем учитывая 

однородные краевые условия и свойства функции  , ,u x y z  при 2 2x y , из 

последнего равенства получим 

 2 2 2 2 0x y zz u u u dxdydz



   
  . 

Следовательно,      , , , , , , 0x y zu x y z u x y z u x y z   ,  , ,x y z . Тогда 

 , ,u x y z const ,  , ,x y z . Так как    , ,u x y z C   и 
0

( , , ) 0
z

u x y z

 , то 

 , , 0u x y z  ,  , ,x y z . Отсюда следует утверждение теоремы. 
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