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KIRISH

Mazkur o’zgarish  chizig’i xarakteristika bo’lmagan parabola-giperbolik tipdagi
tenglamalar uchun chegaraviy masalalar qaraladi. Mavzuni dolzarbligi shundaki: ikkinchi
tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalar tabiatda ro‘y bergan fizik, mehanik, biologik
va boshga jaroyonlarni matematik ifodalashda kelgan. Shu sababli ikkinchi tartibli xususiy
hosilali differensial tenglamalarni kassifikatsiyasini,kanonik ko‘rinishga keltirishni o‘rganish,
ikkinchi tartibli giperbolik va parobolik tipdagi tenglamalar uchun chegaraviy masalarni
go‘yishni, ularning yechish usullarini o‘rganish va o‘tish chizig’i xarakteristika bo‘Imagan
aralash tipdagi masalalarni yechimini mavjudligi va yagonaligini ko‘rsatish dolzarb
masalalardan biridir.

Bundan tashgari giperbolik tipdagi tenglamalarni eng sodda vakili tor tebranish
tenglamasi va unga qo’yilgan Koshi masalasi, Gursa masalasi va asosiy chegaraviy
masalalar, ularning yechimi hamda yechish usullari, ikkinchi tartibli parabolic tipdagi issiglik
targalish tenglamasi uchun qo’yilgan asosiy chegaraviy masalalarni yechishda foydalanilga
ekstremum prinsipi batafsil ko’rib chigildi.

Giperbolik va parabolik tipdagi tenglamalar uchun Koshi masalasini, chegaraviy
masalalarning qo’yilishini, yechish usullari: Fur'e metodi, Riman metodi, xarakteristikalar
metodilari ko’rib chiqildi. Parabolik tipdagi tenglamalar uchun ekstremum prinsipi
o’rganildi.Bundan tashqari Grin funksiyasi usuli va issiglik potensiyallari bilan tanishib
chigildi. Tabiatda tebranishga bog‘lig bo‘lgan jarayonlarning matematik modeli giperbolik
tipdagi ikkinchi tartibli xususiy hosilali tenglamalarga keladi. Giperbolik tipdagi
tenglamalarning eng sodda vakili bu tor tebranish tenglamasidir.

Torning majburiy tebranishi tenglamasi

U, =a’u, + f(xt)
ko‘rinishga ega. Agar bunda f(x,t)=0 bo’lsa,
u, =a’u,
eng sodda tor tebranish yoki to‘lgin tarqalish tenglamasi deyiladi. Ba’zi hollarda

torning erkin tebranish tenglamasi deb ham yuritiladi.

Au, +2Bu, +Cu, +F=0

tenglama uchun biror M nugtada B? — AC >0 bo’lgan holda
32


https://doi.org/10.5281/zenodo.14181340

International Multidisciplinary Research in Academic Science (IMRAS)
Volume. 7, Issue 11, November (2024)

dy _B+VB’-AC dy B-vB’-AC

dx A "odx A

tenglamalarga erishamiz. Bu tenglamalarning integrallari
(X, y) =const, w(X,y)=const
hagigiy va turlicha bo‘ladi. Binobarin, (1.6) tenglama ikkita turli hagqiqiy
xarakteristikalarga ega.
Endi yangi o‘zgaruvchi & va 77 lar sifatida @(X, Y) va w(X, Y) funksiyalar olinsa:

S=p(xy), n=y(xy)
ular (1.5) tenglamani qanoatlantirib, (1.4) munosabatlarga kora A =0,C, =0
bo‘ladi. Natijada (1.3) tenglama quyidagi
2Bu,, +F(&nu,u.,u,)=0
ko‘rinishga keladi. Keyingi tenglikdan quyidagini topamiz:
u,, =FK(&muu;,u,), (1.1.1)
bunda
F(&mu,u.,u,)
2B,

R(&7mU,U.,U,) =

bo‘ladi.
(1.1.1) tenglama giperbolik tipdagi tenglamaning kanonik ko‘rinishini ifodalaydi.
Agar o va [ o‘zgaruvchilarni
+ J—
=St B c—1n
2 2
deb olsak, giperbolik tenglama ushbu
U,, —Ug =F(a, B,U,u,,uUy)
ko‘rinishga keladi. Bu giperbolik tipdagi tenglamaning ikkinchi kanonik ko‘rinishidir.

Shunday qilib, giperbolik tipdagi tenglama quyidagi
u, —u, =F yoki U, =F
kanonik ko‘rinishlarga ega bo‘ladi.[4] Endi giperbolik tenglama uchun gqganday
boshlang’ich chegaraviy masalalar qo’yish mumkinligini ko’ramiz.
Dastlab tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasini ko‘rib chigamiz.
Masalaning qo‘yilishi.

U, =a’u, (1.1.2)

tenglamaning ((x,t)e D) D={(x,t):—00<Xx<00,0<t<T} sohada

{U(X,O) =) —00 < X < 00 (1.1.3)
u, (x,0) =¥(x)
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shartni ganoatlantiruvchi u(x,t) yechimi topilsin. Tor tebranish tenglamasini (x,t)

tekislikdagi biror D sohada qaradik.

Ta’rif. Agar u(x,t) funksiya D sohada aniglangan uzluksiz va ikki marta uzluksiz

deffirersiallanuvchi bo’lib, shu sohada (1.1.2) tenglamani ganoatlantirsa, bu funksiya tor
tebranish tenglamasining sohadagi regulyar (klassik) yechimi deyiladi. Yugorida berilgan
shartlardagi @(x) va w(x) funksiyalarni yetarlicha silliq funksiyalar deb hisoblaymiz.

u, =a’u,

tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiramiz.

u, —a’u, =0

A=a*>, B=0, C=-1, A=A°-BC=0+a’=a’>0 %:Oiza'
X a

Bundan
dx = —adt, dx = adt
tenglamalarga ega bo‘lamiz.Bularni integrallab, mos ravishda

x—at=c, X+at=c,
(1.1.2) tenglamaning xarakteristikalariga erishamiz. (1.1.2) tenglamada
E=Xx—at, n=x+at (1.1.4)
almashtirishni bajaramiz. Natijada (1.1.2) tenglama

ou

oEon

ko‘rinishga keladi va uni

i(@jzo
on\ o&

ko‘rinishda yozsa ham bo’ladi.
Oxirgi tenglikdan quyidagini topamiz:

ou
%:@(5),

bunda a)(rf) - ixtiyoriy funksiya. Bu tenglamani yana bir bor integrallasak
u=[w(&)dé+ T,(n)

bo‘ladi, bunda f,(77) ixtiyoriy funksiya, yoki
Ja(&)de=1,()

deb belgilasak,

u,n) = (5 + f,(n)

formulaga kelamiz. Bu formulada eski o‘zgaruvchilar (X,t) larga qaytib, quyidagini

topamiz

u(x,t) = f(x—at) + f,(x+at) (1.1.5)
34



International Multidisciplinary Research in Academic Science (IMRAS)
Volume. 7, Issue 11, November (2024)
Agar f, va f, funksiyalar ikkinchi tartibli hosilalarga ega bo‘sa, (1.1.5) formula bilan

aniglangan U(X,t) funksiya (1.1.2) tenglamaning yechimi bo‘ladi. Shu bilan birga (1.1.5)
dagi f, va f, funksiyalar aniq fizik ma’noga ega: f,(X—at) funksiya X o‘gining musbat
yo‘nalishi bo‘yicha a tezlik bilan tarqalayotgan to‘g’ri to‘lginni ifodalaydi, f,(X+at)
funksiya X o‘gining manfiy yo‘nalishi bo‘yicha a tezlik bilan tarqalayotgan teskari to‘lginni
ifodalaydi. Demak, (1.1.5) yechim to‘g‘ri va teskari to‘lginlar yig‘indisidan iborat ekan.

Tor chegaralanmaganligi tufayli chegaraviy shartlar qo‘yilmaydi, lekin (1.1.3)
shartdagi @(X),w(X) funksiyalar —00 < X <40 oraliqda berilgan bo‘ladi. Umumiy yechim

(1.1.5) dagi f, va f, funksiyalar ixtiyoriy bo‘lganligidan, ularni U(X,Y) (1.1.5) shartlarni
ganoatlantiradigan qilib tanlab olish mumkin. Shu magsadda (1.1.3) va (1.1.4) dan topamiz.
p(X) = f,(x) + f,(x)
w()=-a (0~ 1/(9]
yoki ikkinchi tenglikni integrallab
() + f,(x) = o(x)

1t 1.1.6
L0~ 00 =2 [p@dz+c[ T
0

tenglamalar sistemasiga kelamiz. Bunda C =cCoOnst .
(1.1.6) sistemani yechib topamiz:

600 =5 000 == [w()dz +

C
>
Bu topilgan giymatlarni (1.1.4) ga qo‘yib, integrallarni birlashtirib ushbu Dalamber

(0 =Z 000 = [w(2)dz -

formulasiga kelamiz:

x+at

):¢(X—at);¢(x+at)+2_1a J’ w(z)dz (1.1.7)

Bu (1.1.7) formula go‘yilgan Koshi masalasining yechimi bo‘ladi. Bunda, albatta,
@(X) ikkinchi tartibli, w(X) birinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega deb faraz qilish kerak.

u(x,t

X—at

(1.1.2), (1.1.5) Koshi masalasining yechimi mavjud, yagona va turg‘un ekanligi
bevosita (1.1.7) formuladan kelib chigadi.
Tor tebranish tenglamasi uchun birinchi chegaraviy masala.
Masalaning go‘yilishi.
u, =a’u,
tenglamaning ((x,t)e D) D={(x,t):0<x<1,0<t<T} sohada
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u(x,0) = o(x)

{ut(x,0)=\},(x) 0<x<I (1.1.8)
boshlang‘ich va

u(0,t)=0

{u an=0 °==T (1.1.9)

chegaraviy shartni ganoatlantiruvchi u(x,t) yechimi topilsin.
Qo‘yilgan birinchi chegaraviy masalani Fur’e metodi bilan yechamiz. Bu metod boshqga
tipdagi tenglamalarni yechishda ham keng go‘llaniladi.
(1.1.2) tenglamaning yechimini
u(x,t) = X(X)T(t) (1.1.10)
ko‘rinishda gidiramiz. Bunda X fagat X ning, T fagat { ning funksiyasi bo‘lib,
u(X,t) #0 bo'lishi va (1.1.9) shartlarni ganoatlantirishi kerak. (1.1.10) ni (1.1.2) ga qo‘yib
quyidagini topamiz:
T"H)X(X) =a’X"(X)T (t)
yoKki
M) _ X"(x)
a’T(t) X(x)
(1.1.11) tenglikning chap tomoni fagat t ga bog‘liq, o‘ng tomoni esa fagat X ga

(1.1.11)

bog'lig. Bu holda (10) tenglik, ikki tomoni ham biror o‘zgarmas songa teng bo‘lgandagina
o’rinli bo‘lishi mumkin.

') _ X"(x) _

T(t) X(x)

(1.18) dan quyidagi ikki oddiy differensial tenglamalarni olamiz.

T"(t)+a’AT(t) =0 (1.1.12)

X"(x)+ AX(x) =0. (1.1.13)

Chegaraviy (1.1.9) shartlar bajarilishi uchun (1.1.10) ga asosan X (X) funksiya
X(@0)=0, X(1)=0 (1.1.14)

shartlarni ganoatlantirishi kerak va X(X)#0 bo’lishi shart, aks holda u(x,t)=0

bo‘lib qoladi.A parametrning shunday qiymatlarini topishimiz kerakki, (1.1.13)
tenglamaning yechimi (1.1.14) shartlarni ganoatlantirsin va aynan nolga teng bo‘lmasin. A
parametrning bunday qiymatlari xos giymatlar, unga mos kelgan yechim esa (1.1.13),
(1.1.14) masalaning xos funksiyalari deyiladi.

(1.1.13), (1.1.14) masalaning o‘zi esa Shturm-Liuvill masalasi deb yuritiladi.

(1.1.13), (1.1.14) masalaning xos giymatlari va xos funksiyalarini topish uchun bo’lishi
mumkin bo‘lgan uch hol: A <0, A =0, A>0 nialohida-alohida ko‘rib chigamiz.

1) A <0 bo‘lsa, (1.1.13) tenglamaning umumiy yechimi
_C a2 =7
X(xX)=Ce""+C,e "™,
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bo‘ladi, C, va C, - ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar. Bu yechimni (1.1.14) chegaraviy

shartlarga go‘ysak,
C,+C,=0, Ce'*+CeV =0
bo‘lib, undan C; =0, C, =0 ekanligi kelib chigadi. Demak, bu holda X (X) =0.
2) A =0 bolsa, (1.1.13) tenglamaning umumiy yechimi
X(x)=C,+Cx
bo‘ladi va (1.21) shartlarga qo‘ysak, yana C, =0, C, =0 chigadi, demak, X(X)=0

3) >0 bo'lsa, (1.20) tenglamaning umumiy yechimi
X (x) = C, cosy/Ax +C,sinvAx
bo‘ladi va uni (1.1.13) qo‘ysak
C,-1+C,-0=0, C,cos+/Al+C,sinyAl=0
kelib chigadi. Bundan C, =0 va Czsin\/ZI =0 bo’lishini topamiz.
C, =0 deb olsak, X (x)=0 bo‘ladi. Shuning uchun

Siﬂx/leO, ya’ni \/_:kl—”

deymiz, bunda k—ixtiyoriy butun son. Demak (1.1.13), (1.1.14) masalaning noldan
fargli yechimi fagatgina

A =(k|—”)2 o (k=12,3-)

giymatlarda mavjud bo‘lar ekan.
Bu A, xos giymatlarga
. kzx

X, (X) :smT
xos funksiyalar mos keladi.
Endi topilgan A, giymatlarni (1.1.12) tenglamaga qo‘yib, tenglamani yechsak

krat . _krat
T () =2 cos|—+bksm|—

bo‘ladi, bunda &, va bk lar ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar.

X, (X) va T (t) larni (1.1.13) ga qo‘yib quyidagini topamiz:

u, (x,t) = X, (X)T, (t) = (ak cos@ +b, sin kﬁat )sin kTX.

Bu U (X,t) (k=12,---) funksiyalarning har biri (1.1.2) tenglamani va (1.1.9)
chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi. (1.1.2) tenglama chizigli va bir jinsli bo‘lgani uchun
quyidagi
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krat kﬂat) krx

+Db, sin sin , (1.1.15)

u(x,t)= i(ak Ccos I

qatorning har bir hadi tekis yaginlashuvchi hamda U,, U, hosilalarga mos kelgan

gatorlar ham tekis yaginlashuvchi bo‘lsa, gatorning yig‘indisi U(X,t) ham (1.1.2)

tenglamani va (1.1.9) shartlarni ganoatlantiradi.
Endi ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar bo‘lgan @, va D, larni topish hisobiga (1.1.15)

formula bilan aniglangan U(X,t) funksiyani (1.1.8) boshlang‘ich shartlarga bo‘ysindiramiz.
(1.22) ni t bo‘yicha differensiallab topamiz:

U, :Z@(—aksin@+bk cos@jsin@. (1.1.16)
k=1
(1.1.15) va (1.1.16) da t =0 deb, (1.1.8) ga asosan topamiz:
go(x)=2aksin@, w(x)zngksin@ (1.1.17)
k=1 k=1

Bu @(X) va w(X) funksiyalarning (0,1) oraliqdagi sinuslar bo‘yicha Fur’e gatoriga

yoyilmalaridir. U holda bizga ma’lumki,
2 | . kzx 2 . kzx
a, =—|o(x)sin——dx, b, =——[@(x)sin——dx 1.1.18
’ I!(ﬂ() | k 272'8.2‘;(0() | ( )

bo‘ladi.

Demak, garalayotgan (1.1.2)-(1.1.8) masalaning yechimi (1.1.15) qgator bo’lib, u
yerdagi @, , b lar (1.1.18) formulalar orgali topiladi. Buning uchun [0,l] da berilgan
@(X) funksiya uch marta, w(X) funksiya ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi bo’lishlari

va
P0)=p(1)=0, ¢"(0)=¢"()=0, w(0)=y()=0

shartlarni ganoatlantirsa, (1.1.15) qgator va uni X, lar bo‘yicha ikki martadan
differensiallaganda hosil bo‘ladigan gatorlar tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.

Topilgan yechim (1.1.15) gatordan turli hulosalarni chigarish mumkin. Masalan tor
nugtalarining xarakati garmonik tebranishlardan iborat bo‘ladi, tovushlar yo musigali, yo
musiqasiz bo‘ladi - birinchisi notalar, ikkinchisi shovginlar deyiladi. Turli musigali asboblarni
yasashda bu yerdan kelib chigadigan gator xulosalar keng qo‘llaniladi.

XULOSA

Ushbu tadgigot ishida matematik-fizikani masalalari o’rganildi. Tadgiqot mavzusini
o’rganish jarayonida bu sohaning asosiy tushunchalarini o’rganishdan boshlandi. Ishning
ikkinchi gismida asosiy tushuncha va birinchi bo’limda o’rganilgan masalalarni yechish
metodlaridan foydalangan holda aralash tipdagi tenglamalar uchun masalalarni go’yilishi
va yechimlarini mavjudligi, yagonaligi teoremalarni isbotlashni asosiy bobida integral
tenglamalarning asosiy tushuncha, ta’riflar va teoremalarini o’rganishdan boshladim va
asosiy masalani go’yib,uning yechimini yagonaligi va mavjudligi isbotlandi.
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