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Annatatsiya: Ushbu magqolada geometriya fanini o‘rgatishda har bir mavzuga
alohida yondashish, mavzular uchun metodlarni tanlashda VR texnologiyalarini keng
qgo‘llash ham ahamiyatli ekanligi ta’kidlab o tilgan.
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Bu vyerda tavsiya etiladigan material masalalar yechish bo‘yicha fakultativ
mashg‘ulotlarda (chunki har ganday fakultativ mashg‘ulot giyinlashtirilgan masalalarni
yechishni ko‘zda tutadi) ko‘rilishi, matematikani chugqurlashtirilgan o‘rganish sinflari
dasturiga kiritilishi mumkin. Bunda quyidagi bo‘limlar qaraladi:

a) to‘gri burchakli koordinatalar sistemasida koordinata-vektor usuli (geometriya
darslaridagidan murakkabrog masalalarni yechish).

Masalalarni to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida koordinata-vektor usulida
yechish geometriyani chuqurlashtirilgan o‘rganishda yechishning murakkabligi bilan farq
giladi. Bu masalalarning murakkabligi vaziyati masala shartida ko‘zda tutilmagan
nuqtalarning koordinatalarini topish, vektor munosabatni tuzishda boshga vektor
munosabatlarni tuzishga murojaat etish va, shuningdek, go‘shimcha tadgigotlar
o‘tkazishdan iborat.

Ushbu masalari ko‘raylik.

1-masala. ABCD A1B1C1D1 to‘g'ri burchakli parallelepipedda AD : DC = a:b.
A1A va DB1 kesmalarni ganday nisbatda bo‘ladi?

Yechilishi. 1. To‘g'ri burchakli koordinatalar sistemasini 1-rasmda ko‘rsatilganidek
kiritamiz. |DA| = a; |DC| = c¢; |DD1| = ¢ bo’lsin. Nuqtalarning

koordinatalarini aniglaymiz:
A(a;0;0),B1(a; b;0),€(0; b;0),A1(a; 0;c),D(0;0;0).
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2. MN bu A1A va DB1 to‘gri chiziglarning umumiy perpendikulyari ekanligini

hisobga olib, muhokamaga MN, A A va DB vektorlarni kiritamiz.
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Bu yerda masala talabiga mos asosiy vektor munosabatni tuzishda murakkablik
yuzaga keladi. Mazkur holda izlanayotgan munosabatni MN L AA va MN _L DB

shartdan topamiz:

MN - AA=0
MN - DB, =0

MN ni vektorlar yig‘indisi MA+ AD + DN ko‘rinishida ifodalab, quyidagiga ega
bo‘lamiz:

/.

(MA+AD+DN)-DB, =0’
3. Asosiy vektor munosabatga kiruvchi vektorlarning koordinatalarini kiritamiz.
A, A1, D va V1 nugtalarning koordinatalarini bilgan holda AA, DB va AD vektorlarning

koordinatalarini topamiz: m(O;O;—C), D_a(a; b;c), E(—a;O;O).
MA va m vektorlar kollinear bo‘lganligi uchun MA=p-AA, MA0;0;—pc).

¥MA+AD+DN)AAZO

DN vektor D_a ga kollinear bo‘lganligini uchun bunday yozamiz:
DN =qgDB,, DN(ga;qb;qc).

4. Asosiy vektor munosabatni koordinata shaklda yozamiz:
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{[ 0,0.—pc)+ (2:00)+ (ga;ob; ¢ )|- (0:0—c)=0
[/0;0;— pc) (— a;0;0)+ (qa; qb; qc)]- (a; b; c): 0
yoKki

(ga—a)-a+(gb)-b+(gc—pc)-c=0
Bu sistemani r va g ga nisbatan yechib,
X
~a’+b?

{(qa—a)-0+(qb)-0+(qc— pc) - (—¢) =0

P=q
ni topamiz.
Demak,
MA DN _ a
MA NB, a?+b?’

Bu masala biroz murakkabrog. Asosiy giyinchilik masala shartida vaziyati berilmagan

M va N nuqgtalarning koordinatalarini topishdan, va, shuningdek, masala talabini
ganoatlantiruvchi asosiy vektor munosabatni tuzishdan iborat.

Navbatdagi masala koordinata-vektor usulida an’anaviy usul bilan birgalikda
yechilgan. Masalani bunday “oson” yechish o‘quvchilarga geometrik dalillar va algebraik
(koordinataviy) ifodalar orasidagi o‘zaro bog‘lanishini tezroq paygab olish imkonini beradi.

Masalani ko‘raylik.

2-masala. ABCD A1B1C1D1 to‘g'ri to‘rtburchakli parallelepipedning DB, diagonali
AD va DC qirralar bilan 60 °li burchak hosil qiladi. U DD; girra bilan ganday burchak hosil
giladi?

Yechish. To‘g’ri burchakli koordinatalar sistemasini 28-rasmda ko‘rsatilganidek

Z
TDI C:

kiritamiz.
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| DA|=a,|DB|=b, |DD,|=Cc. U holda D,B; va D; nugtalarning koordinatalari

D(0;0;0;),B;(a; b; ), D1(0; 0; ¢) bo‘lgadi.
2. DB, diagonal bilan DD, girra orasidagi burchakni aniglash uchun muhokamaga

DB, va DD, vektorlarni kiritamiz va masala talabiga mos vektor munosabatni yozamiz:
DB, - DD,

08P = ——=——n (*)
|DBll'|DD1|

3.Bu  manosabatga  kiruvchi  vektorlarning  koordinatalarini  aniglaymiz:
DB, (a;b;c), DD,(a;0;c). Ularni (*) vektor munosabatga qo‘yamiz:
(a;b;¢) - (0;;¢)

gp: =
JaZ +b% +¢% -c?

COS

2
_ C _ C (1)

a’+b?>+c®-¢c “Ja*+b?+c?

Kiritilgan a,b va s belgilashlarni masala shartida berilgan ma’lumotlar orqali

ifodalaymiz:

DA=a=| DB, |-c0s60° = DzBl; (2)

DC =b=| DB, |-cos60° = DBl; (3)

DD, =c= DB |-cosg. (4)

(1)-(4) tengliklardan quyidagiga ega bo‘lamiz:

DB, |-cos DB, |-cos
Cosp = - | DB, | % _ | 1::- % .
JLIDBF +1DB [ costp |DB,|\ % +cos’
Bu yerda 1+ Bu tenglikning ikkala qismini kvadratga ko‘tarib va

Ji + cos? |
2 w
tegishli almashtirishlarni bajarib quyidagini hosil gilamiz:
1 ’ ’ 1
—+C0s“@p=1 cos‘p=-—.
2 Y Y73

@ < 90 °ligini hisobga olib yozamiz:
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J2

2
COSp =—, =alCCoS—.
=" ¢ 2

4. Shunday qilib, DB, diagonal va DB, qirra orasidagi burchak 45 °ga teng.

Endi og‘ma parallelopired xossalarini o‘rganishda koordinata-vektor usuli
go‘llaniladigan masalaga misol keltiramiz.

3-masala. Barcha qirralari o‘zaro teng ABCD A,B,C,D, parallelepiped berilgan.
ABCD yo‘g-kvadrat. ©£A;AB = ZA,AD = ¢, 0 < ¢ < 90° AA; qirraning asos tekisligiga
og'ish burchagini toping.

Yechish. 1. To‘g’ri burchakli koordinatalar sistemasini 3-rasmdagidek kiritamiz.

Zh

3-rasm
1. Parallelepiped girrasini 1 ga teng deb olamiz. Bizga kerakli nuqtalarning
koordinatalarini aniglaymiz: A(0;0;0), C(1;1;0). A; nugtaning koordinatalarini aniglash
uchun quyidagicha yo‘l tutamiz: A; nugtadan mos ravishda AV va AD tomonlarga AN va AR
perpendikulyarlarni tushiramiz. AA;N va AA;R uchburchaklardan AN va AR ni aniglaymiz,
ular A; nuqgtaning birinchi va ikkinchi koordinatalari bo‘ladi.
Quyidagi ega bo‘lamiz: AN = cos@; AP = cosg, ya'ni A,(cos@; cos; z).
2. AA; qirraning asos tekisligiga og‘malik burchagini aniglash uchun m va A_C

vektorlar orasidagi burchakni aniglash yetarlidir. Xagigatan, A; nuqta koordinatalarining
ko‘rinishidan kelib chigadiki, A; uchdan ABCD tekisligiga tushirilgan perpendikulyar AS

diagonalga tushadi, ya'ni <A, AC burchak AA; girraning asosga og‘ish burchagidir. m va

AC vektorlani muhokamaga kiritamiz va masala talabiga mos asosiy vektor munosabatni
yozamiz:

ARG
| AA |-

cosQ =

AC
AC|’
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3. AA va AC vektorlarning koordinatalarini aniglaymiz:

AC(L1,0), AA (COsp;C05p;7).

Asosiy vektor munosabatni koordinatalarda yozamiz:

(cosg;cosg;z) - (1,0,0)  2cose

7 7 J2cosg.

COSa =

4. Shunday qilib
cos(LAAC)=~2cosp, /AAC= arccos(ﬁ cos go).

Navbatdagi masala diagonal kesim yuzini aniglashga oiddir.

4-masala. ABCD A;B,C;D; parallelepipedning asosi tomoni a bo‘lgan kvadrat, uning
yon qirrasi b ga teng. AA; yon girra asosining tomonlari bilan « ga teng o‘tkir burchak hosil
qgiladi. Parallelepiped AA;SS; va BB;D;D diagonal kesimlarining yuzalarini toping.

Yechish. 1-3. AA;S;S va BB;D;D diagonal kesimlar yuzlarini ushbu formulalardan
aniglaymiz (4-rasm)

4-rasm
SAA101C :| AC | | A'A& | -sin(LAiAC), (1)
SBBlDlD ={BD|-| BB | 'Sin(ZBlBD) (2)

masalaning yechilishidan cos(£A AC) = 2 cosa ekanligi kelib chigadi.
4. Endi esa Sin(£A AC) ni aniglaymiz:
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sin(ZAAC) =v1-2cos’ @, | AC |=a+/2, | AA |=b.
Bu ma’lumotlarni (1) ga go‘yamiz:

Spcica =av2-b-v1-2c0s® o =abv—2cos2e,

cos(~B,BD) =~/2cos(z —a) =—/2cosa.

Endi Sin(£B,BD) ni aniglaymiz:

sin(£B,BD) =+/1-2c0s* a =+/—c0s2c .

Bu ma’lumotlarni (2) va qo‘yamiz:

Seaoe =av2 -b-sin(£B,BD) =aby/—2cos2a .

Masala 45 °< a < 90 °da ma’noga ega.
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